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“九连环”游戏所给出的递推数列研究
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(德州学院数学系 , 山东德州　253023)

　　摘　要:九连环是我国从古至今广泛流传的一种益智游戏 ,其玩法多种多样 , 给出了根据“九连环”游戏的解决

所得到的一类线性递推数列 ,并且给出其通项公式的三种证明方法.
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文献[ 1]给出了解开九连环的一个数学公式:S n =
1
6

2n+2-3+(-1)n-1 ,根据笔者玩九连环的做法 ,

提出不同的见解.

首先了解九连环的构造:九连环的设计原理是数学上的拓扑学 ,它主要有九个圆环及框架组成 ,每个圆

环都连有一个直杆 ,各直杆在后一个圆环内穿过 ,九个直杆的另一端用平板或者圆环相对固定 ,圆环在框架

上可以解下或者套上 ,玩九连环就是要把这九个环全部从框架上解下来或者全部套在框架上(如图 1a)).

九连环的玩法比较复杂 ,但是不管怎么玩 ,无论解下环还是套上环都要遵循一定的规则.文献[ 1]中的通

项公式是按照以下三个规则给出的:(1)每次只能解下或者套上一个环;(2)第一个环任何情况下 , 可自由上

下(图 1b));(3)如果某一个环在上 , 而它前面所有的环都在下 ,那么这个环的后一个可上也可下(图 1c)).

在玩九连环的过程中发现 ,如果把游戏规则改变 ,可以得到另外一个计算解环的通项公式 ,而且这个公

式简单易记 ,得到的步数也大为减少.

图 1　九连环示意图

把游戏规则改为以下三条:(1)每次可以解下或者套上一个或者两个环;(2)第一个环可自由上下以及前

两个环可一起自由上下;(3)从第二个环开始 ,如果某一个环在上 , 而它前面所有的环都在下 ,那么这个环的

后一个可上也可下.实际上在玩九连环的过程中 ,发现只有前两个环可以一起自由上下 ,其它的环每次只能

上下一个 ,另外还要知道解下 n个环和套上 n个环需要的步数是一样的.遵循这样的规则 ,给出解下全部的

n个环需要的步数.

设解下全部的 n个环需要的步数为 S n ,那么要解下第一个环只需要一步 ,即 S 1=1 ,要解下前两个环也

只需要一步 ,即 S 2=1 ,而当 n≥3时 ,要全部解下这 n个环 ,就需要先解下第 n个环 ,而要解下第 n个环就只

能保留其前面的第n-1个环 ,也就是要先把前面的 n-2 个环全部解下 ,这需要 S n-2步 ,这时再需要一步就

可以把第 n个环解下 ,这时为了把第 n-1个环解下 ,还需要把前面的 n-2个环全部套上又需要 Sn-2步 ,这时

问题就变成了n-1个环的情形 ,要全部解下这 n-1个环还需要 Sn-1步.于是有



　　Sn =Sn-2+1+Sn-2 +Sn-1

如在图 1c)的状况下 ,就可以解下第 6个环 ,然后要解下第 5个环还需要把前面的 4个环全部套上才可

以.通过分析可以得到以下具有初值条件的递推关系
S1 =1 , S2=1 ,Sn =Sn-1+2S n-2 +1 ,(n≥3) (1)

利用递推关系(1)式给出求 Sn 的通项公式的三种方法.

1　应用归纳法求解
[ 2]

由递推关系(1)式 ,可以知道 S1 =1 , S2=1 ,S3 =4 , S4=7 ,S5 =16 ,S6=31

于是猜测得到下列公式

Sn =
2
n-1
　 　n为奇数

2n-1 -1　n为偶数
(2)

下面用数学归纳法给出其证明

1)显然 n=1 ,2时 ,公式(2)式是成立的.

2)假设对于小于 n的自然数 ,公式(2)式都是成立的 ,那么对于 n的情形 ,当 n为奇数时 ,则有

Sn =Sn-1+2Sn-2 +1=2
n-2
-1+2×2

n-3
+1 =2

n-2
+2

n-2
=2

n-1

当 n为偶数时 ,则有

Sn =Sn-1+2Sn-2+1=2n-2 +2(2n-3-1)+1=2n-2 +2n-2-1=2n-1-1

即公式对于 n也成立.

因此对于所有的正整数 n ,都有

Sn =
2
n-1
　 　n为奇数

2n-1 -1　n为偶数

2　应用等比数列求解

由 Sn =Sn-1+2Sn-2+1得到

S n +S n-1+1=2(Sn-1+Sn-2+1),(n≥3)
因为 S1 =1 ,S2=1 ,于是数列{Sn +Sn-1 +1}是以 S2+S1=3为首项 ,2为公比的等比数列 ,于是得到

Sn +Sn-1+1=(S 2+S1+1)2
n-2
=3×2

n-2
,(n≥3)

即

Sn +Sn-1=3×2n-2 -1=2n-1+2n-2-1

又得到 Sn -2n-1+1
2
=-(Sn-1 -2n-2+1

2
),(n≥3)

因此数列{Sn -2n-1+1
2
}是以 S3-1-23-2+1

2
=1-2+1

2
=-1

2
为首项 ,以-1为公比的等比数列 ,于

是又可以得到

Sn -2n-1+1
2
=(-1

2
)×(-1)n-2

因此有

Sn =2n-1-1
2
+(-1

2
)×(-1)n-2 =2n-1-1

2
+1
2
×(-1)n-1=2n-1-1

2
(1-(-1)n-1)

也就是　　Sn =
2
n-1
　 　n为奇数

2n-1 -1　n为偶数

3　应用矩阵方法求解
[ 3 , 4]

由Sn =Sn-1+2Sn-2+1 ,可以得到如下矩阵关系
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Sn

Sn-1

1

=

1　2　1

1　0　0

0　0　1

S n-1

S n-2

1

　　(n≥3)

令 αn=

Sn

Sn-1

1

,A=

1　2　1

1　0　0

0　0　1

,上式可以写为 αn =Aαn-1 ,通过递推可以得到αn =A
n-2α2 , 　(n≥3)又 α2=

S2

S1

1

=

1

1

1

,所以 αn =A
n-2

1

1

1

因此只需要计算矩阵 A
n-2
.

因为矩阵 A的特征多项式为

f(λ)=

λ-1　-2　-1

-1　 λ　 　0

　0　　0　λ-1

=(λ+1)(λ-1)(λ-2)

所以矩阵 A有三个不同的特征值

λ1=-1 , λ2=1 , λ3=2

矩阵 A对应于λ1=-1的一个线性无关的特征向量ξ1=(1 , -1 ,0)
T
,矩阵 A对应于λ2 =1的一个线性无关

的特征向量ξ2=(1 ,1 , -2)T ,矩阵 A对应于λ3 =2的一个线性无关的特征向量ξ3=(2 ,1 ,0)T .

取可逆矩阵

P=(ξ1 ,ξ2 ,ξ3)=

1 1 2

-1 1 1

0 -2 0

　　　　P
-1
=
1
6

2 -4 -1

0 0 -3

2 2 2

则 P
-1

AP =diag(-1 , 1 , 2), 即 A =P

-1 　 　

　 1 　

　 　 2

P
-1
, A

n-2
=P

(-1)
n-2

1n-2

2
n-2

P
-1
=

1
6

2×(-1)n-2+2n -4×(-1)n-2+2n -1×(-1)n-2+2n -3

2×(-1)
n-1
+2

n-1
-4×(-1)

n-1
+2

n-1
-1×(-1)

n-1
+2

n-1
-3

0 0 6

αn =

S n

S n-1

1

=A
n-2

1

1

1

=
1
6

2×(-1)n-2 +2n -4×(-1)n-2 +2n -1×(-1)n-2+2n -3

2×(-1)n-1+2n-1 -4×(-1)n-1+2n-1 -1×(-1)n-1+2n-1 -3

0 0 0

1

1

1

=
1
6

-3×(-1)n-2+3×2n -3

-3×(-1)
n-1
+3×2

n-1
-3

6

=

-1
2
×(-1)n-2+2n-1 -1

2

-1
2
×(-1)n-1+2n-2 -1

2

1

　　因此

Sn =-
1
2
×(-1)

n-2
+2

n-1
-
1
2
=

2n-1　 　n为奇数

2n-1-1　n为偶数

由以上结论可以知道 ,要全部解下九个环需要的步数为 2
9-1
=2

8
=256 ,显然比文献[ 1]中给出的 341步

要少 ,而且这里给出的公式也比较容易记忆.
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Application of VB/Surfer Programming in
Laser-controlled Land Leveling

WU Yan-xia

(Depantment of A utomobile Enginee ring , Dezhou Universi ty , Dezhou Shandong 253023 , China)

Abstract:As the special field geonomy draw ing sof tw are ,T he Surfer so f tw are has the ideal functions of da-

ta processing and 3-D display.This w o rk is to int roduce how to use Visual Basic + +6.0 prog ramming

language as the developing platform to call Surfer8.0 contro l.Fully utilizing the plo tt ing function of Surf-

er , the 3D wiref rame map(3D surface map)befo re and af ter level ground is g enerated , the dynamic display

of three-dimensional curved surface is realized ,which could be used to evaluate ef fect o f lase r-contro lled

land leveling visually .

Key words:Laser-controlled land leveling ;V b++6.0;Surfer8.0;animation demonst ration;evalua tion

(上接第 32页)

[ 4] 周持中.斐波那契-卢卡斯序列及其应用[ M] .长沙:湖南科学技术出版社 ,1993.

Discussion on the Recursive Array Coming from

the Game of Nine Interlinks

LIU Yao-bin

(Depa rtment of M athemat ical , Dezhou U niversi ty , Dezhou Shandong 253023 , China)

Abstract:Nine interlinks is a very interesting game in china.I t has a long history in china.In this article ,

we give a class of linear recursive array according to the resolut ion of the nine interlinks , and give three

pro ofs o f i t s g eneral term.

Key words:nine inte rlinks;recursive array ;characte ristic polynomial
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