
２ ０ １ ８年第 １
－

２期

中学数学教学参考 （ 下旬 ）
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一 道 最 值 间 题 的 多 解 探 究

张 艳 （福建省福州第八 中学 ）

本文给 出 的经典的最值问题 ， 试图从不同的 角度

探究该 问题的多 种解法 ， 旨 在 启迪读者发散思维 ，厘

清常用解题思维 ，进一步提高 分析 、 解决此类 问题 的

实际能力 。

题 目 ： 已 知 文〉 ０ ， ＞〉 ０ ， 尤 ＋
 ^

＝
 ３ ， 则 丄＋

土
的最

？ｒｙ

小值为。

解 法 的 妙 用 ） 由 条件 ：ｃ＋

ｙ



＝

３ 和均值不

等 式 １ 有 丄
＋
土＝

Ｘｙ

（士
＋
７ ）

？ａ＋Ｐ

题 ，所 以必 须检验 不等式 中 的 等号 能 否 真正 取 到 。

③请思考 以下解法 的 错误之处 ： 因 为 丄 ＋

土＝

＋
．

ｘｙ３

，

丄＋土
、 ｘｙ

？

（ ：ｃ＋
：
ｙ ） ＞

ｙ

？２？２， 故所

求
士
＋
含
的最小值为

普
。

解法 ２
： （ 消 元 法 ） 由 ：ｒ＋


：
ｙ



＝
３ 得 ：ｒ 

＝
３

—

＞ 于是

４

？Ｖ３

—

＾ｙ

４

—

Ｖ

３厂ｙ
又 易 知 〇＜ ３

；＜ ３ ，

３ ｃ

令 ｉ
＝

４
—

ｙ ， 则 ｉ＞ ０ ， 则
去
＋
含
＝

＾７）

二

３ ｔ

Ｙ ＋ ５ ，
—

４

—

５
－

（纤土
又 由 ｚ ＞ ０ 得 《 ＋ 夺＞

故一 Ｈ的最小值为 ３
。

？ｒｙ

评注 ： ①利用
“

１

”

的特性巧妙代换 ， 可 为均值不等

式的灵活运用创造有利条件 ； ② 由 于本题是求最值 问

２

＞
．

＋

＝
４

，所 以〇＜ ５
—

〇
＋

＋）

＜ ５
＿

４
＝

１
， 从而

丄
＋ 

土＞３ ， 当且仅当 （
＝土

， Ｂ
｜

Ｕ＝ ２ ，亦即ｘ
＝

ｌ
，

：ｙ

＝
２

＾ｙｔ
^

４ｘ 

—

４

ｘ
２

（ ２

一

ｘ ）

２
（ ０＜ｘ＜２ ）

ｏ

令 ／ （ｘ）
＝

０
，得ｘ

＝
ｌ

。 当 ？ｚｅ ｗ ｄ ） 时 ， ／ （ｘ ）＜０ ，

函数 ／Ｃｒ）在 区 间 （ ０ ，
１ ） 上单调递 增 ； 当 ｘ ６ （ ｌ

，
２ ） 时 ，

／ （ ：０＞ 〇
， 函数 ／Ｕ ） 在 区 间 （ １

，
２ ） 上 单调 递减 。 所 以

［／ （ｘ） ］ｍ ｉ？

＝

／ （ ｌ ）
＝

２
。
所 以／ （尤 ）＞２

， 即士
＋＾＾ ２

。

（ ７ ） 判 别式法 。 通过引 人变量 ，将 不等式 的证 明

问题转化为求变量 的取值范围 的 问题 ，根据一元二次

方程有实根 ，再利用判 别式求证 。

证法 ９
： 设丄＋ 丄＝ ｉ （ ｉ＞ ０ ） ， 则 ｙ 

＝—三
－ 代人

ｘｙ ｔｘ

—

丄

ｘ＋ ｊ


＝
２ 并整理得 ｔ

２—
２ｔｏ ＋ 

２
＝

０ 。 因 为 ｘ Ｇ Ｒ ，所

以 Ａ 

＝
４Ｐ

—

８ ｉ＞ ０
， 所 以 或 《＜ ０ （舍去 ） ， 所 以

丄 ＋丄＞２ 。

Ｘｙ

（ ８ ）柯西不等式法 。 利用柯西不等式二维形式公

式 （ａ
２

＋ ６
２

） （ ｃ

２

＋ ＜
ｉ

２

） ＞ （ ａｃ ＋
Ｗ ）

２

（等号成立 的条件 ，

当且仅当 ａ ｃ／

＝
６ｃ 时 ） 进行证 明 。

证法 Ｈ）
： 因 为６ 。 ，＾＞ 。 ，心＝

２ ， 所以
士

＋
士

＝

＜ｘ＋ｙ ）

＾

ｌ＋ｌ＾＾
．
±＋＾ ．

且仅当▲

．．

■

ｓｌｙ ｐ
， 即 Ｊ：

＝

；ｙ
＝

ｌ 时 ， 取等号 。

以 上探讨 的是适合本题的证明方法 ，其实不等式

的证明方法除 了 比 较法 、 综合法 、 分析法 、 反 正法 、换

元法这几种常见方法 以外 ，还有许多 ， 如 放缩法 、构造

法 、解析法 、 数学归纳法法 、 导数法等 ， 灵活运用 各种

证明方法 ，会让我们体会到数学的奥妙 之处 ， 增 加 我

们学习 数学的兴趣 。



＞想方法 ｗｗｗ ．ｚ ｈｏｎ ｇ
ｓｈ ｕ ｃａｎ ． ｃｏｍ

时不等式取等号 。 故ｉ＋

Ａ
的最小值为 ３

。

ｘｙ

评注 ：在
“

消元
”

的基础上 ，还需要借助
“

换元
”

作

进一步 的 变形 ， 这样 处 理有 利 于 灵 活运 用 均 值不

等式 。

解法 ３
： （代数换元法 ）依题意可设 工

＝
／＾ （ 々＞ 〇 ） ，

则 是
；
ｙ＋

；
ｙ
＝

３
，于是 ：

从而士 

＋
含
＝

＾ ＋１ ｜４ （ ＾＋ １ ）
＿５ ｜１｜５ ｜０／Ｘ７Ｍ

＂

＝ ｑ
十
—￣

３Ｔ

十
茲
十．

３

—

心

当且仅 当
点
＝

ｆ
， 即 ＊ 

＝

＋
，亦即 工

＝
１ 〇 

＝
 ２ 时不等

式取等号 。 故
丄＋土的最小值为 ３ 。

ｘｙ

评注 ：
这里实质也是

“

消元
”

，不过针对这个问 题 ，

间接消元法 （解法 ３ ） 比 直接 消 元法 （ 解法 ２ ）要 简洁

许多 。

解法 ４
： （三 角换元法 ）依题意可设 ｘ

＝
３ ｓｉｎＭ ，

３
；
＝

—
（

〇 ，

晋 ）

。 于是
士
＋

？

＝

▲ 

＋
▲

＝

－

ｙ
（ ５＋４ ｔａｎ

２

０＋ ｃｏ ｔ

２

０ ） ＾ ：

－

＾

－

（ ５＋
２＼

／ ４ ｔ ａｎ
２

０
？

ｃ ｏｔ

２

（９ ）
＝

３
， 当且仅 当 ４ ｔａｎ

２

０
＝

ｃｏ ｔ

２

？ 即 ｔ ａｎ０

＝

ｆ时不等 式取

等号 。 故丄＋

土的最小值为 ３ 。

ｘｙ

评注 ：实施三角 换元之后 ， 应熟练掌握 的常用变

形 是 ：

ｓｉｎ０

ｓ ｉｎ
２

０＋ ｃｏ ｓ
２

０

ｃ ｏｓ
２

０

ｓ ｉ ｎ
２

ｇ＋ ｃ ｏｓ
２

^

—

ｌ ＋ ｔａｎ
２

０ ｏ

１＋ｃ ｏ ｔ

２

＾ ，

ｃｏｓ
２


汐

解法 ｓ
：
（解析法 ）设 《＝

７
＞ 。 ，卜

７
＞ 。 ，则

７
＋

｜ 

＝
３ ， 目 标即求 ａ ＋

６ 的最小值 。

０

由 已知 ， 直线 Ｚ
：

ｆ 

＋
ｆ
＝

ｌ 过定点

分别是直线 Ｚ 在 ｘ 轴和 ＾ 轴上的截距 。 设直线 Ｚ 的斜

率为 々 ， 则 々 ＜ 〇 ， 于是 直 线 Ｚ 的 方 程 为 ７

—

４

＝

是 工
一

＋ ，分别令 ｘ 

＝
０

，ｙ 

＝
０ 求得截距 卜

ｉ
￣

ｋ
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从 而 。 ＋ ６
＝

是
一

４，４
：

￣

ｋ
＝＿

５

Ｈ
■

十—

＊

３ ３ｋ
＋

（

一

音 ）

＞
Ｉ
＋ ２

Ｖ （

一

去 ）

．

（

＿

１ ）

＝
３ ， 当 且仅 当

—

去
＝ —

音
， 即卜

―

２ 时不等式取等号 。 故 ａ ＋ ６ 的

最小值为 ３
， 即
１

＋土的最小值为 ３
。

ｘｙ

评注 ：
这种解法尽 管麻烦

一些 ， 但沟通了代数与

几何的紧密联系 ，突 出 体现了
“

数形结合法
”

在解题 中

的灵活应用 。

解法 ６
： （ 向量法）设向量 ｆｌ＝，＆

＝

（６ ，

Ｖ７） ，则 由 ｜

ａ
｜

＿

 Ｉ
６

｜得
７士

＋
＋

？Ｖｘ＋ｙ ^

７？
． ＾：＋

７？
．６＝

３ ，从而
士
＋
含
＞
＾１ ）

＝
３

’ 当

且仅当 向量 ａ ，６ 共线且同 向 ，进一步分析可知 即 ：ｒ
＝

ｌ
，

＾
＝

２ 时不等式取等号 。 故丄＋土的最小值为 ３ 。

ｘｙ

评注 ： 向量 不等式 ｌ

＜Ｈ
？是证 明 或求

解不等式问题的
一把利器 ，这种解法的难点在于灵活

构造两个能够解决 目标问题的平面 向 量 。

解法 ７
：

（判 别 式 法 ）设 ａ
＝ 丄＞ ０ ，

６ ＝ 土 ＞ ０
， 则

ｏｒｙ

士
＋
去
＝

３ ， 目 标即求 ａ＋ ６ 的 最小值 。

设 ａ＋６
＝

ｔ ， 则 代人
士

＋
去
＝

３
，整理得

３ａ
２

＋ （ ３
—

３ ｉ ）ａ＋ ｔ
＝

＜Ｘ 意到 ＾＞ ０
，这个关于 ａ 的方程

要有正数解 ，则 判别式 Ａ＝ ９ ？

２—
３ ０？＋ ９＞ ０ ，解得

或 ｉ＞３ ，且相应二次函数图像 的对称轴 ＾ 

＝

＠＞ ０
， 即

，从而可知 ｉ＞３
。 故

１
＋—的最小值为 ３ 。

评注 ：利用
“

判别式法
”

解题的关键是等价转化 目

标问题 ， 同时要注意结合二次函数的 图像作进
一步的

分析处理 。

综上 ，理解并掌握好 以上几种解法 ，不但有利于

学生巩固所学知识 、方 法在解题 中 的 灵活运用 ， 而且

有利于拓宽解题视野 ，提高解题能力 。


