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北京市丰台区 2023～2024 学年度第二学期综合练习（二） 

高三数学参考答案            2024.04 

 

第一部分（选择题  共 40 分） 

题

号 
（1） （2） （3） （4） （5） （6） （7） （8） （9） （10） 

答

案 
C A C B D B A C A D 

 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

（11）1         （12）12                    （13）4 

（14）①，假；或②，真        （15）②③④ 

注：（15）题给出的结论中有多个符合题目要求．全部选对得 5 分，不选或错选得 0 分，

其他得 3 分． 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。 

（16）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）因为 3sin cos 2A A+ = ， 

所以
π

sin( ) 1
6

A+ = ． 

因为0 πA  ， 

所以
π

3
A = ．

                          
               ………………6分 

（Ⅱ）若选择①②， 

在△ABC 中，0 πB  ， 

因为
7

cos
14

B = ， 

所以
3

sin
14

21
B = ． 

由（Ⅰ）知
π

3
A = ， 

所以 sin sinA B ， 

所以a b ，与 2a b− = 矛盾，此时不存在符合题意的△ABC． 

若选择①③， 

在△ABC 中，由余弦定理 2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ， 
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得 2 2( 2) 64 16( 2
π

3
)cosa a a= − + − − ， 

解得 7a = ， 

所以 5b= ． 

所以
1 1 3

sin 5 8 10 3
2 2 2

ABCS bc A = =    = ．           ………………14分

若选择②③， 

在△ABC 中，0 πB  ， 

因为
7

cos
14

B = ， 

所以
3

sin
14

21
B = ． 

又因为
π

3
A = ， πA B C+ + = ， 

所以 sin =sin( )C A B+  

π π
sin cos cos sin

3 3
B B= +  

3 7 1 3 21

2 14 2 14
=  +   

21

7
= ． 

在△ABC中，由正弦定理可得

3
8

sin 2 4 7
sin 21

7

c A
a

C



= = = ，  

所以
1 1 3 21

sin 4 7 8 24 3
2 2 14

ABCS ac B = =    = ．       ………………14分 

（17）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）连结 1 1, ,D F EF BC ． 

在正四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 

1 1AB C D‖ ， 1 1AB C D= ． 

所以四边形 1 1ABC D 为平行四边形， 

所以 1 1AD BC‖ ． 

因为 1AD 平面 1 1BCC B ， 1BC 平面 1 1BCC B ， 

所以 1AD‖平面 1 1BCC B ． 
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因为 1 1B C 与平面 1AD E 交于点 F ， 

所以平面 1AD E 平面 1 1BCC B EF= ． 

因为 1AD 平面 1AD E ， 

所以 1AD EF‖ ． 

所以 1EF BC‖ ． 

在△ 1 1BB C 中，因为点 E 是 1BB 的中点, 

所以点 F 是 1 1B C 的中点．                              ………………5 分   

（Ⅱ）在正四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，建立如图所示空间直角坐标系 D xyz− ． 

设 1 2 ( 0)DD t t=  ，由 1AB= ，得 1(1,0,0), (0,0,2 ), (1,1, ), (0,1,0)A D t E t C , 

所以 1(0,1, ), ( 1,0,2 ), ( 1,1,0)AE t AD t AC= = − = − . 

设平面 1AD E 的一个法向量为 ( , , )x y z=n ， 

则
1 0,

0,

AD

AE

  =


 =

n

n , 

得 
2 0

0

x tz

y tz

− + =


+ =
.  

令 1z = ，得 2x t= ， y t= − ， 

所以 (2 , ,1)t t= −n .                                      

所以 2 2

2
cos ,

2 4 1

AC t t
AC

AC t t

 − −
 = =

 + +

n
n

n
.    

     

 

因为 AC与平面 1AD E 所成角为
3


, 

所以
2 2

2 3

24 1 2

t t

t t

− −
=

+ + 
， 

解得 1t = ， 

所以平面
1AD E 的一个法向量为 (2, 1,1)= −n . 

             

 

由题可知，平面 1 1AA D 的法向量为 (0,1,0)DC =
uuur

.                          

因为
1 6

cos ,
61 6

DC
DC

DC

 −
 = = = −



n
n

n
， 

由题可知，二面角 1 1A AD F− − 为锐二面角， 

所以二面角 1 1A AD F− − 的余弦值为
6

6
．               ………………14 分   
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（18）（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）设事件 A =“解密信息的单光子的偏振状态与原始信息的单光子的偏振状态相

同”，则
1

( )
3

P A = ．                                    ………………3 分   

（Ⅱ） X 的可能取值为 0，1，2，3. 

32 8
( 0) ( )

3 27
P X = = = ， 

1 2

3

1 2 4
( 1) ( )

3 3 9
P X C= = 创 = ， 

2 2

3

1 2 2
( 2) ( )

3 3 9
P X C= = 创 = ， 

3 3

3

1 1
( 3) ( )

3 27
P X C= = ? ， 

所以， X 的分布列如下： 

X  0 1 2 3 

P 
8

27
    

8 4 2 1
( ) 0 1 2 3 1

27 9 9 27
E X = ? ? ? ? ．             ………………10 分   

（Ⅲ）a c b< < ．                                       ………………13 分 

（19）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）当 1a = 时， ( ) 2 2lnf x x x x= + − ， (1) 3f = ； 

1 2
'( ) 1f x

xx
= + − ， '(1) 0f = ； 

故切线方程为 3y = ．                  ………………4 分 

（Ⅱ）函数 2( ) 2 2ln ( 0)f x a x a x x a= + −  的定义域为{ | 0}x x  ； 

2 2
'( )

a
f x a

xx
= + −

2 2a x a x

x

+ −
=

( 2)( 1)a x a x

x

+ −
= ． 

①当 0a  时， '( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表： 

x  
2

1
(0, )

a
 

2

1

a
 

2

1
( , )
a

+  

'( )f x  −  0  +  

( )f x  ↘ 极小值 ↗ 

 

4

9

2

9

1

27
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所以 ( )f x 极小值为 2

2 2 2

1 1 1 1
( ) 2 2lnf a a
a a a a

=  +  − 3 4lna= + ． 

函数 ( )f x 有两个零点的必要条件是
2

1
( ) 3 4ln 0f a
a

= +  ，解得
3

40 ea
−

  ． 

当 0x→ 时， 2 2 0a x a x+ → ， 2ln x− →+，从而 ( )f x →+； 

当 x →+ 时， 2 2a x a x+ →+ ， 2ln x− →−，当自变量 x 越来越大时，

函数 2lny x= 的增长速度相对函数 2 2y a x a x= + 的增长速度要慢，从而

( )f x →+． 

所以
3

40 ea
−

  时，函数 ( )f x 有两个零点． 

②当 0a 时， '( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表： 

x  
2

4
(0, )

a
 

2

4

a
 

2

4
( , )
a

+  

'( )f x  −  0  +  

( )f x  ↘ 极小值 ↗ 

( )f x 极小值为 2

2 2 2

4 4 2 4
( ) 2 ( ) 2lnf a a
a a a a

=  +  − −
2

4
2ln

a
= − ． 

函数 ( )f x 有两个零点的必要条件是
2 2

4 4
( ) 2ln 0f
a a

= −  ，解得 2 0a−   ． 

当 0x→ 时， 2 2 0a x a x+ → ， 2ln x− →+，从而 ( )f x →+； 

当 x →+时， 2a x→+，2 2lna x x− →−，当自变量 x 越来越大时，函

数 2 2lny a x x= − + 的增长速度相对函数 2y a x= 的增长速度要慢，从而

( )f x →+． 

所以 2 0a−   时，函数 ( )f x 有两个零点； 

综上所述， a 的取值范围为
3

4( 2,0) (0,e )
−

− ．              

………………14 分 

 

（20）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为动点M 满足 1 2 1 22MF MF F F+ = 4= 1 2F F ，所以曲线为以点 1F ， 2F

为焦点的椭圆，且2 4a = ， 1c = ，即 2a = ， 1c = ； 

        又因为 2 2 2a b c= + ，故 3b = ． 

所以曲线的方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = ．             ………………5 分 
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（Ⅱ）解法 1： 

当直线MN 斜率不存在时，
3

(1, )
2

M ，
3

(1, )
2

N − ，可求得 (4,3)P ，不符合题意；                                          

当直线MN 斜率存在时，设直线MN 方程为 ( 1)y k x= − ； 

联立 2 2

( 1),

1,
4 3

y k x

x y

= −



+ =


得 2 2 2 2(4 3) 8 4 12 0k x k x k+ − + − = ， 

设 ( )1 1,M x y ， ( )2 2,N x y ， ( ),P PP x y ， 

则
2

1 2 2

8

4 3

k
x x

k
+ =

+
，

2

1 2 2

4 12

4 3

k
x x

k

−
=

+
； 

直线 AM 方程为 1

1

( 2)
2

y
y x

x
= +

+
；直线BN 方程为 2

2

( 2)
2

y
y x

x
= −

−
； 

联立

1

1

2

2

( 2),
2

( 2),
2

y
y x

x

y
y x

x


= + +


 = −
 −  

得 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 ( 2) ( 1)( 2) 2 2

2 ( 2) ( 1)( 2) 2 2

P

P

x y x k x x x x x x

x y x k x x x x x x

+ + − + − + −
= = =

− − − − − − +
 

2 2 2

1 12 2 2

2 2 2

1 12 2 2

4 12 8 12 18
2 3 2 3

4 3 4 3 4 3 3
4 12 8 4 6

2
4 3 4 3 4 3

k k k
x x

k k k

k k k
x x

k k k

− −
+ − − −

+ + += = =
− −

− − + −
+ + +

． 

解得 4Px = ，可得 2 0x = ， 

所以点 N 的横坐标为 0． 

………………15 分 

解法 2： 

设直线MN 方程为 1x my= + ，联立 2 2

1,

1,
4 3

x my

x y

= +



+ =
  

得 2 2(3 4) 6 9 0m y my+ + − = ，设 ( )1 1,M x y ， ( )2 2,N x y ， ( ),P PP x y ， 

则
1 2 2

6

3 4

m
y y

m
+ = −

+
，

1 2 2

9

3 4
y y

m
= −

+
； 

直线 AM 方程为 1

1

( 2)
2

y
y x

x
= +

+
；直线BN 方程为 2

2

( 2)
2

y
y x

x
= −

−
； 



 高三数学  第7页  共9页 

联立

1

1

2

2

( 2),
2

( 2),
2

y
y x

x

y
y x

x


= + +


 = −
 −

得 1 2

1 2 2 1

4

( +2) ( 2)
P

y y
y

x y x y
=

− −
； 

因为 2Py y= − ，所以 1 2
2

1 2 2 1

4

( +2) ( 2)

y y
y

x y x y
= −

− −
； 

所以 

1 2 1 1 24 ( 2) ( 2)y x y x y= − − + 2 1 1 2( 1 2) ( 1 2)my y my y= + − − + + 1 23y y= − − ； 

得 1 25 3y y= − ；即 1 2

3

5
y y= − ，代入

1 2 2

6

3 4

m
y y

m
+ = −

+
，得 2 2

15

3 4

m
y

m
= −

+
， 

代入
1 2 2

9

3 4
y y

m
= −

+
，得 2

2 2

3 9

5 3 4
y

m
− = −

+
； 

即
2

2 2

3 15 9
( )

5 3 4 3 4

m

m m
− − = −

+ +
，得到

2 1

3
m = ， 2 3y =  ； 

得 2 0x = ．  

所以点 N 的横坐标为 0． 

                                                  ………………15 分 

（21）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）数列 3A 的前 2 项为 3，8；数列 4A 的前 2 项为 5，11；  ………………4 分 

（Ⅱ）首先 2(1, )f n n= ，当 2n 时， (1, ) (1, 1) 2 1f n f n n− − = − 结论成立； 

当 2m≥ 时，对于相邻的两个数列： 

1 : ( 1,1), ( 1,2), , ( 1, 1), ( 1, ), ,

: ( ,1), ( ,2), , ( , 1), ( , ), ,

m

m

A f m f m f m n f m n

A f m f m f m n f m n

− − − − − −

−
 

 

因为 ( , 1), ( 1, )f m n f m n− − 都在数列 2mN − 中， 

且 ( , 1)f m n− 在 ( 1, )f m n− 之前， 

所以 

( , 1) ( 1, )f m n f m n−  − 在数列 1,m mA A− 中， 

必有 ( 1, ) ( , )f m n f m n−  ， 

所以 ( , 1) ( 1, ) ( , )f m n f m n f m n−  −  ， 

所以     

( , ) ( , 1) ( 1, ) ( 1, 1) 1f m n f m n f m n f m n− − = − − − − +  

所以 ( , ) ( , 1)f m n f m n− − 构成首项为 (1, ) (1, 1) 2 1f n f n n− − = − ， 

公差为 1 的等差数列， 

所以 ( , ) ( , 1) (2 1) ( 1) 2 2.f m n f m n n m n m− − = − + − = + −      ………………9 分 
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（Ⅲ）由各个数列生成的规则知， 2 2 21, 2, , 2n n n n+ + + 中不可能有两个元素是同

一数列的项．从上面的表格，我们猜想：集合 2 2 21, 2, , 2n n n n+ + + 中的每

个元素，是且仅是数列 2 3 2 1, , , nA A A + 中某个数列的项.具体地可概括成结论

P：对任意 *,nN , 1i i n −N ≤ ，有

2 2(2 2 , 1) 1, (2 1 2 , 1) 1.f n i i n i f n i i n n i− + = + + + − + = + + +  

下面用数学归纳法证明： 

(1)当 1n = 时， (2,1) 2, (3,1) 3,f f= =  由题意数列 2 3,A A 的首项分别是 2, 3，结论

成立； 

(2)假设当 ( *)n k k= N 时，结论成立，即对 , 1i N i k  −≤ ， 

2 2(2 2 , 1) 1, (2 1 2 , 1) 1f k i i k i f k i i k k i− + = + + + − + = + + +  

那么由第（Ⅱ）问的结论知：当 , 1i i k −N ≤ 时， 

(2 2 , 2) (2 2 , 1) 2( 2) (2 2 ) 2f k i i f k i i i k i− + = − + + + + − −
 

2 2( 1) 2 2 ( 1) 2k i k k i= + + + + = + + +  

 (2 1 2 , 2) (2 1 2 , 1) 2( 2) 2 1 2 2f k i i f k i i i k i+ − + = + − + + + + + − −
 

2( 1) (2 3)k k i k= + + + + + 2( 1) ( 1) 2k k i= + + + + +  

上式表明，集合 2 2 2( 1) 1,( 1) 2, ,( 1) 2( 1)k k k k+ + + + + + + 中除了 

2 2( 1) 1,( 1) ( 2)k k k+ + + + + 的每一个元素都是数列 2 3 2 1, , , kA A A + 中的某个数列

的项，还剩下两个元素： 2 2( 1) 1,( 1) ( 2)k k k+ + + + + ，它们必是数列 2 2 2 3,k kA A+ +

的首项，结果只有 2 2(2 2,1) ( 1) 1, (2 3,1) ( 1) ( 1) 1f k k f k k k+ = + + + = + + + + . 

根据(1)(2)知，结论 P 成立. 

由结论 P 可得，数列 2kA 的首项为 2 1k + ， 2 1kA + 的首项为 2 1k k+ + ， 

即

2 2

2 2

1, 1,
4 4

( ,1)
( 1) 1 1

1, 1,
4 2 4

m m
m m

f m
m m m

m m

 
+ + 

 
= = 

− − − 
+ + +

  

为偶数， 为偶数，

为奇数, 为奇数,

 

另一方面，由第（Ⅱ）问的结论： ( , ) ( , 1) 2 2f m n f m n n m− − = + − 得： 

( ,2) ( ,1) 2f m f m m− = + ， 

( ,3) ( ,2) 4f m f m m− = + ， 

… 

( , ) ( , 1) 2 2f m n f m n n m− − = + − ， 

相加得： ( , ) 2 4 (2 2) ( 1) ( 1)( ) ( ,1)f m n n n m n n m f m= + + + − + − = − + + ， 

当 1n = 时，上式也成立． 



 高三数学  第9页  共9页 

所以

2
2

2
2

( 1) ( 1)( ), ( 1) ,
4 2

( , )
11 ( 1) ,( 1) ( 1)( ),

2 44

m m
n n m m n n m

f m n
mm n n mn n m m

 
+ + − + + − +  

= = 
−  + − + −+ + − +  

为偶数， 为偶数，

为奇数.为奇数.

 

令 2( 1) 108
2

m
n n+ − + = ，则 2( 1) 108 ,

2

m
n n+ − = − 所以 108 ( 1)

2

m
n n= − − − ． 

由 1
2

m
≥ 得 2 108n n+ ≤ ，所以 9n≤ ，所以108 [99,107)n−  ，所以 108 10n− = . 

所以 8n = ，此时 108 8 (8 1) 3− − − = ，所以 6m = ； 

令 2 1
( 1) 108

2 4

m
n n+ − + − = ，有 2( 2 2) 433 4m n n+ − = − ， 433 4 2 2m n n= − + − ． 

由 1m≥ 得 2 108n  ，所以 10n  ． 

所以 433 4 (393,429)n−  ，所以 433 4 *,n− N  无解. 

综上，当 ( , ) 108f m n = 时， 6, 8.m n= =                   ………………15 分 

 

 

 


